
  )كاربردي ـ عددي(رياضيات 

�كدام تابع يا توابع در فاصلةـ  x≤ ≤≤ ≤≤ ≤≤ ≤ �   جواب معادله روبرو باشند؟ ،توانند  مي3
d dy
(x ) xy

dx dx
− =− =− =− =  

Jفقط) 1 (x)
�

  2 (J (x),Y (x)
� �

Iفقط) 3   (x)
�

  4( I (x),K (x)
� �

  

  كدام يك از عبارات زير در مورد توابع بسل صحيح است؟ ـ

1 (J ( ) , I ( ) ,k ( ) ,Y ( )= = = +∞ = −∞
� � � �
� � � � � nJتوابع/ � (x)،nY (x)وnK (x) با افزايش xشوند  ميرا مي.  

2 (J ( ) , I ( ) ,k ( ) ,Y ( )= = = −∞ = +∞1 1
� � � �
� � � nJتابع/ � (x)،nY (x)وnK (x) با افزايش xشوند  ميرا مي.  

3 (J ( ) , I ( ) ,k ( ) ,Y ( )= = = +∞ = −∞1
� � � �
� � � � nIتابع/ � (x) ، با افزايشxشود  واگرا مي.  

4( J ( ) , I ( ) ,k ( ) ,Y ( )= = = +∞ = −∞1 1
� � � �
� � � nIتابع/ � (x) با افزايش ،xشود  واگرا مي.  

L[fفرض كنيد ـ  (t)] F(s)====تبديل لاپلاس، وجود داشته باشد 
t
t

e f ( )

ββββ
−−−−
αααα

α αα αα αα α
1

  باشد؟ كدام يك از عبارات زير مي

1 (F( s )α −β   2 (F( s )β −α  3 (F( s )α +β  4( F( s )β +α  
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xجواب معادله انتگرالي روبرو در نقطه ـ 
ππππ

====
2

   كدام است؟ 
�

�

x

y y(x)dx , y( )′′′′ + = =+ = =+ = =+ = =∫∫∫∫ 1 1  

1 (�  2 (
π

+1
2

  3 (1  4( 
π

−1
2

  

fاي كدام عبارت زير چندجملهـ  (x) x x x= − − −= − − −= − − −= − − −3 25 3   كند؟ هاي لژاندر بيان مي اي  را برحسب چند جمله1

1 ([ P (x) P (x) P (x) P (x)]− + − +1 2 32
�

   2 ([P (x) P (x) P (x) P (x)]+ − +1 2 32
�

  

3 ([ P (x) P (x) P (x) P (x)]− + + +1 2 32
�

  4( [P (x) P (x) P (x) P (x)]+ + +1 2 32
�

 

اگرـ 
�

b
ue du−−−− ππππ

====∫∫∫∫
2 2

5
  كدام است؟ erfc(b)باشد، مقدار

1 (
π

−
2

1
5

  2 (/2�  3 (/8�  4( 
π3

5
  

   در مورد توابع اورتوگونال صحيح و كامل است؟گزينهكدام  ـ

p(Jمجموعه توابع بسل نوع اول ) 1   . باشند  اورتوگونال نمي(

  .باشند توابع لگاريتمي و هيپربوليك اورتوگونال نيستند و قابل تبديل به اورتوگونال هم نمي) 2

p(Yمجموعه توابع بسل نوع دوم) 3 p(I، نوع سوم( p(k و نوع چهارم(   .باشند  غير اورتوگونال هستند ولي قابل تبديل به اورتوگونال مي(

  2 و 1   گزينه )4

تبديل لاپلاس معكوس عبارت  ـ
S

S S

++++

+ ++ ++ ++ +2
3 13

4 3
   كدام است؟

1 (t te e−3 24   2 (t te e−32 4  3 (t te e− −3 5  4( t te e− −− +32 5  

اگر سري فوريهـ 
�t , t

f (t)
f (t ) f (t)

 < << << << <
==== 

+ =+ =+ =+ =

2 2

2
 به صورت

n

[ cosn t ( )sinn t]
nn

∞∞∞∞

====

−−−−
+ π + π+ π + π+ π + π+ π + π

ππππππππ
∑∑∑∑ 2 2

1

4 4 4
3

مقدار باشد، 
n n

∞∞∞∞

====
∑∑∑∑ 4

1

1
   كدام است؟

1 (
π4

6
  2 (

π2

9
  3 (

π4

9�
  4( 

π4

96
  

ضريبـ 
�
Cدر بسط سري فوريه مختلط تابعt− < <− < <− < <− < <1 fو1 (t) t====كدام است؟   

) 2  صفر ) 1
1

2
  3 (−1  4( 1  

با توجه به تبديل انتگرال فوريه، حاصل   ـ 
�

cos x∞∞∞∞ αααα

α +α +α +α +
∫∫∫∫ 2 1

�xوقتي      باشد، كدام است؟  ≤≤≤≤

1 (xe−

π
2

  2 (xe−
π
2

  3 (xe
π
2

  4( xe
π 2

2
  

�تبديل فوريه كسينوسي تابعـ 
ax(a )f (x) e−−−−> => => =>    كدام است؟=

1 (
a

( )
aπ +ω2 2

2
   2 (

a
( )
a

π

+ω2 22
  3 (( )

a

ω
π +ω2 2
2

  4( ( )
a

π ω

+ω2 22
  

�P نماينده تابع لژاندر باشد وnPاگر ـ  ( x x x)= − += − += − += − +5 3
5

1
63 7 15

8
P  باشد، حاصل انتگرال (x)dx

−−−−
∫∫∫∫

1

1

2
  كدام است؟5

1 (
1

12
   2 (

2

12
  3 (

1

11
  4( 

2

11
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�yمعادله ديفرانسيل ـ   cot xy ky′′ ′′′ ′′′ ′′′ ′+ + =+ + =+ + =+ + yاگر. گيريم   به همراه شرايط مرزي زير را در نظر مي         = (x)1   و y (x)2         دو حـل مـستقل بـه ازاي 

)y   فوق باشند، كدام گزينه صحيح است؟    براي معادلهk2وk1مقادير متمايز ) y ( ),y( ) y ( )
π π π ππ π π ππ π π ππ π π π′ ′′ ′′ ′′ ′= == == == =
2 2 4 4

  

1 (y y sin xdx

π

π
=∫

2

4

1 2 �  2 (y y cosxdx

π

π
=∫

2

4

1 2 �  3 (y y cosxdx

π

=∫
2

1 2
�

�  4( y y sin xdx

π

π
=∫

3
4

4

1 2 �  

مقدار انتگرال ـ 
�

tte costdt
∞∞∞∞

−−−−∫∫∫∫   كدام گزينه است؟ 2

1 (
−1

5
  2 (

3

25
  3 (

1

5
  4( 

2

25
  

�y تبديل لاپلاس معادلة     Y(s)اگرـ   ty′′′′′′′′ + =+ =+ =+ � با شرايط مرزي     = �y ( )′′′′ )�yو==== ) ====  در كدام يـك از معـادلات زيـر صـدق         Yباشد، آنگاه   1

  كند؟ مي

1 (Y S Y S′ + =2 2  2 (Y S Y S′ − = −2  3 (Y SY S′ − = 2  4( SY S Y S′ + =2 3  

  هاي زير است؟  براي معادله ديفرانسيل با شرايط اوليه زير كدام يك از گزينهL باشد، مقدار yپلاسين  بيان كننده مقدار لاLهر گاه نماد ـ 

�

� � �

t

y (t) y(u)du tsint,y( ) y ( )′′ ′′′ ′′′ ′′′ ′+ = = =+ = = =+ = = =+ = = =∫∫∫∫2  

1 (
(S )

L
S( S )

+
=

+

3

2 2
2 2

1
  2 (

( S )(S )
L

S

+ +
=

2 3

2
1 2

2
  3 (

( S )
L

(S )S

+
=

+

2 2

3
1

2 2
  4( 

S
L

( S ) (S )
=

+ +

2

2 2 3
2

1 2
  

 فوريه تابع متناوبسريـ 
� �

�

x
f (x)

x

−π ≤ <−π ≤ <−π ≤ <−π ≤ <
==== 

≤ ≤ π≤ ≤ π≤ ≤ π≤ ≤ π1
   كدام است؟

1 (
k

cos kx

k

∞

=π∑1

2 2

2
  2 (

k

sin( k )x

( k )

∞

=

+
+

π +∑
1 2 2 1

2 2 1
�

  

3 (
k

k

( )
sin kx

k

−∞

=

π −
∑

1

1

1

2
  4( 

k

[ sin( k )x coskx)
k k=

+ +
+∑

2

1

1 1
2 1

2 1
 

انتگرال فوريه تابعـ 
�

� ‡I£º¾Ã£M

sinx x
f (x)

≤ < π≤ < π≤ < π≤ < π
==== 


  كدام است؟ 

1 (
cos x cos ( x)

f (x) d
∞ ω + ω π−

= ω
π −ω
∫ 2

1

1�

  2 (
cos x cos ( x)

f (x) d
∞ ω − ω π−

= π ω
−ω

∫ 21�

  

3 (
cos x cos ( x)

f (x) d
∞ ω + ω π−

= ω
π ω −
∫ 2

1

1�

  4( 
sin x cos( x)

f (x) d
∞ ω − π−

= π ω
−ω

∫ 21�

 

مقدار انتگرال ـ 
�

dx

Lnx−−−−∫∫∫∫
1

  كدام است؟ 

1 (( )Γ
1

2
  2 (( )Γ

3

4
  3 (( )Γ 2  4( ( )Γ 2  
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  )كاربردي ـ عددي(رياضيات 
    »4«ـ گزينه 

x  :ناميم معادله روبرو را معادله بسل مي y xy (x p )y′′ ′+ + − =2 2 2
�  

p  :دله فوق به صورت زير استجواب عمومي معا py AJ (x) BY (x)⇒ =   . عدد صحيح باشدPاگر +

p py AJ (x) BJ (x)−⇒ =   . عدد صحيح نباشدPاگر +

x  :ناميم همچنين معادله روبرو را معادله بسل اصلاح شده يا تعديل شده مي y xy (x p )y′′ ′+ − + =2 2 2
�  

p  :جواب عمومي معادله فوق به صورت زير است py AI (x) BK (x)⇒ =   . عدد صحيح يا صفر باشدPاگر +

p py AI (x) BI (x)−⇒ =   . عدد صحيح يا صفر نباشدPاگر +

  :توان با تغيير متغير مناسب به معادله ديفرانسيل بسل تبديل نمود همچنين برخي از معادلات ديفرانسيل را مي
z nx

( ) x y xy (n x m )y z y zy (z m )y
=′′ ′ ′′ ′+ + − = → + + − =2 2 2 2 2 2 21 � �  

m,c,b,amمعادله بسل

m,c
( ) x y axy (b Cx )y t x ,u x tβ α

≠
′′ ′+ + + = → = γ = →22

�
�

SMIY  

y AI (x) Bk (x)= +
� �

⇒جواب عمومي: 
d dy
(x ) xy xy y xy x y xy x y

dx dx
′′ ′ ′′ ′− = ⇒ + − = ⇒ + − =2 2

� �   در اين مسأله�

xبه ازاي  =   شود ولي دليلي  نهايت مي  مقدار تابع بي�

xبر نامحدود شدن تابع در نقطه =   .باشد پس هم تابع بسل نوع سوم و هم تابع بسل نوع چهارم قابل قبول است موجود نمي�
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    »4«گزينه  ـ

xخواص و رفتار توابع بسل وقتي كه → x و �   :كند  ميل مي∞→

( ) P J ( ) I ( )= ⇒ = =1 1
� �

� � �  

p p( ) P J ( ) I ( )> ⇒ = =2 � � � �  

p pP J ( ) I ( )− −⇒ ± → ±∞� )مثبت و غيرصحيح   � )3  

p pY ( ),K ( )⇒ − →∞� )   Pبه ازاي كليه مقادير � )4  

pJبنابراين تنها  (x) و pI (x)هاي فيزيكي قابل قبول در  جوابx =   . هستند�

nتوابع n nK (x),Y (x), J (x) با افزايشxشوند  ميرا مي   .( )5  

pJتابع   تابع بسل نوع اولnI (x) با افزايشx شود واگرا مي   .( )6  

pYتابع بسل نوع دوم  p
p pP J (x) ( ) J (x)−⇒ = )صحيح   1− )7  

pIتابع بسل نوع سوم   p( ) P J ( ) , J ( )≠ ⇒ = =8 1
�

� � � �  

pKسل نوع چهارمتابع ب  p
p pP Y (x) ( ) Y (x)−⇒ = )صحيح   1− )9  

p( ) P Y ( )≠ ⇒ → −∞1� � �  

p pP I (x) I (x)−⇒ )صحيح   = )11  

p( ) I ( ) =12 � �  

p pP K (x) K (x)−⇒ )صحيح= )13  

p( ) K ( )→ → +∞14 �  

  .كند بسيار مهم است نهايت ميل مي  به سمت صفر يا بيxخواص و تغييرات تابع بسل وقتي كه * 

    »3«ـ گزينه 

fتبديل لاپلاس تابع F(s)هرگاه (t) و aيك عدد ثابت باشد داريم :  
s t

L[f (at)] F( ),L [F(as)] f ( )
a a a a

−= =11 1
  

f تبديل لاپلاس تابع F(s) يك عدد حقيقي دلخواه و aهمچنين هرگاه  (t)باشد داريم :  at atL[e f (t)] F(s a),L [F(s a)] e f (t)−= − − =1  

  :كنيم در نتيجه اده ميدر اين مسأله از خاصيت تغيير مقياس و قضيه اول انتقال استف

t t
( ) ( )t t

L[ e f ( )] L[e f ( )] F( s ) F( s )
−β −β

α α= = ×α α +β = α +β
α α α α α
1 1 1

  

  .هاي پارامتري تبديلات لاپلاس حائز اهميت است دانستن برخي خواص تبديلات لاپلاس مانند تغيير مقياس و قضيه اول انتقال در حل برخي تست* 
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    »3«نه  ـ گزي

  حل معادله انتگرال به كمك تبديل لاپلاس

n L[f (t)] SF(s) f ( )′= → = −1 �
−»H¢Tz¶تبديل لاپلاس مشتقات يك تابع  

t F(s)
L[ f (u)du]

S
=∫

�

  تبديل لاپلاس انتگرال يك تابع

y(s)
Sy(s) y( )

s s
⇒ − + =

1
  .گيريم از طرفين معادله لاپلاس مي�

y(s)
Sy(s)

s s
⇒ − + =

1
1  

s s
y(s)( )

s s

+ +
⇒ =

2 1 1
  

s
y(s)

s

+
⇒ =

+2
1

1
  

y(t) cos t sin t⇒ =   گيريم لاپلاس معكوس مي+

y( ) cos( ) sin( ) y( )
π π π π

⇒ = + = + ⇒ =1 1
2 2 2 2

�  

  .شود در حل معادلات ديفرانسيل و معادلات انتگرال به روش تبديلات لاپلاس بايد قضاياي مربوط به صورت كاربردي به كار بسته * 

    »1«ـ گزينه 

  :شكل كلي معادله لژاندر به صورت زير است

α    عدد حقيقي( x )y xy ( )y′′ ′− − + α + α =21 2 1 �  

x = nذا اين معادله جوابي به صورت يك نقطه عادي براي معادله لژاندر است ل�
n

n

y a x
∞

=

= ∑
�

  . دارد

]هاي لژاندر در فاصله اي مجموعه چند جمله: قضيه , n: متعامد هستند يعني11−[ mP (x)P (x)dx m n
−

= ≠∫
1

1
�  

fبه اين ترتيب اگر تابع (x) در شرايط قضيه ديريكله (Dirichlet) صدق كند آنگاه در هر نقطه پيوستگي تابع f (x)در فاصله L x L− <   : داريم>

  n n
n

f (x) C P (x)
∞

=

= ∑
�

  

n  : كه در آن n
n

C f (x)P (x)dx
−

+
= ∫

1

1

2 1

2
  

f]و در هر نقطه ناپيوستگي، سري فوق به عدد (x) f (x) ]+ −+
1

2
  .همگراست

x  :در اين مسأله x x C P (x) C P (x) C P (x) C P (x)⇒ − − − = + + +3 2
1 1 2 2 3 35 3 1

� �
fچون  (x) باشد  مي3 از درجه.  

C ( x x x )( )dx
−

= − − − = −∫
1

1

3 21
5 3 1 1 2

2�
  كه در آن

C ( x x x )(x)dx
−

= − − − =∫
1

1

3 2
1

3
5 3 1 2

2
  

C ( x x x )( x )dx
−

= − − − − = −∫
1

1

3 2 2
2

5 3 1
5 3 1 2

2 2 2
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C ( x x x )( x x)dx
−

= − − − − =∫
1

1

3 2 3
3

7 5 3
5 3 1 2

2 2 2
  

x x x [ P (x) P (x) P (x) P (x)]− − − = − + − +3 2
1 2 35 3 1 2

�
  در نتيجه

    »2«ـ گزينه 

  :شود تابع خط به شكل روبرو تعريف مي
x

terf (x) e dt−=
π ∫

22

�

  

  .شويم در حل برخي از معادلات ديفرانسيل مربوط به انتقال گرما و انتقال جرم با تابع خطا مواجه مي

  :شود تابع خطاي مكمل هم به شكل روبرو تعريف مي
x

terfc(x) erf (x) e dt
∞

−= − =
π ∫

22
1  

  ع خطا و تابع خطاي مكملخواص تاب

( ) erf ( ) , erf ( )= ∞ =1 1� �  

( ) erfc( ) , erfc( )= ∞ =2 1� �  

( ) erfc( x) erf (x)− = −3  

xd
( ) erf (x) e

dx

−=
π

22
4  

b
uerf (b) e du erfc(b) erf (b)−= ⇒ = −

π ∫
22

1
�

  

b b
u ue du e du erf (b) / erfc(b) / /− −π

⇒ = ⇒ = ⇒ = = ⇒ = − =
π∫ ∫

2 22 2 4 4
8 1 8 2

5 5 5� �

� � �  

  .) ممكن است دانشجو را به اشتباه اندازدertc (b) و erf(b)قادير  كه به ترتيب م3 و 2هاي  تشابه گزينه(اشتباه نشود  3با گزينه : نكته

    »2«ـ گزينه 

  )اورتوگونال(توابع متعامد 

,n(x)پذير ـ دسته توابع غيرصفر و انتگرال    1 (x),..., (x)φ φ φ1 ضرب عددي در اين مجموعه به شـكل زيـر   . گيريم  در نظر مي[a,b] را در بازه 2

: شود بيان مي
b

a
m n m n, (x) (x)dx m n< φ φ >= φ φ mنُرم هر تابع. ∫≠ (x)φشود  هم به شكل زير بيان مي:  

b

a
m m|| (x) || [ (x)dx]φ = φ∫

1
2   :ناميم هر گاه داشته باشيم را متعامد ميمجموعه توابع ذكر شده 2

b

a
m n m n, (x) (x)dx< φ φ >= φ φ =∫ �  
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,...,n(x)باشـند بنـابراين هـر گـاه دسـته توابـع             ـ هر دسته توابع متعامد مستقل خطي مي       2 (x)φ φ2و(x)φ1   در بـازه [a,b]      متعامـد بـوده و 

yتابع f (x)=توان پذير باشد مي  در اين بازه انتگرالf (x)را به شكل تركيب خطي از m (x)φها نوشت در نتيجه:  

b

a
n n n n

n n

f (x) C (x) , C f (x) (x)dx
|| (x) ||

∞

=

= φ = φ
φ

∑ ∫2
1

�

  

,...,n(x)ـ هرگاه دسته توابع 3 (x)φ φ2و(x)φ1مد نباشند ولي بتوان تابعي مثلمتعا(x)ω)   تابع وزنـيweight function (    پيـدا كـرد بـه

mطوري كه دسته توابع m(x) (x) (x)θ = ω φتشكيل يك مجموعه متعامد در بازه [a,b]را دهند يعني :  
b

a
m n(m ) (x) (x) (x)dx≠ ω φ φ =∫�   . متعامد هستندω(x) با تابع وزني[a,b]وابع ذكر شده در بازه، گوييم دسته ت�

  :نكته

p(Jـ مجموعه توابع بسل نوع اول1 (x)باشند ولي قابل تبديل به اورتوگونال با تابع وزني   اورتوگونال نمي( xω   . باشند مي=

  . اورتوگونال هستندcos x و sin xـ مجموعه توابع 2

  .ـ توابع لگاريتمي و هيپربوليك غير اورتوگونال هستند3

p(Yـ توابع بسل نوع دوم4 p(I، نوع سوم( p(K و نوع چهارم(   . باشند بل تبديل به اورتوگونال هم نمي غير اورتوگونال هستند و قا(

    »4«ـ گزينه 

f تبديل لاپلاس تابع:تعريف تبديل لاپلاس و عكس تبديل لاپلاس (t)را كه با L[f (t)] يا F(s)ودش دهيم به شكل زير تعريف مي  نشان مي:  

stL[f  .تواند يك متغير حقيقي يا مختلط باشد  ميSكه   (t)] F(s) e f (t)dt
∞

−= = ∫
�

  

fشود كه تابع توانيم انتگرال ناسره فوق را به شكل زير هم بنويسيم كه در اين تعريف فرض مي مي (t)براي t ≥   : تعريف شده باشد�
b

st st

b
e f (t)dt lim e f (t)dt

∞
− −

→∞
=∫ ∫

� �

  

fهمچنين تابع  (t)را عكس تبديل لاپلاس تابع F(s)دهيم ناميم و به شكل روبرو نشان مي  مي :  L [F(s)] f (t)− =1  

atf  : نكته (t) e F(s)
s a

= ⇒ =
−
1

  

t ts s
L [ ] e e

(s )(s ) s s s ss s

− − −+ + − −
= = + ⇒ + = − +

+ + + + + ++ +
1 3

2
3 13 3 13 2 5 2 5

2 5
3 1 3 1 3 14 3
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    »3«ـ گزينه 

  اتحاد پارسوال و شرايط ديريكله

fضرايب سري فوريه تابعnbوnaهرگاه   (x) باشند و شرايط ديريكله براي تابع f (x)   صادق باشند آنگاه رابطه زير تحت عنوان اتحـاد پارسـوال 

  : استبرقرار
L

L
n n

n

a
[f (x)] dx (a b )

L −

∞

=

= + +∑∫
2

2 2 2

1

1

2
�  

  :شرايط ديريكله براي همگرايي سري فوريه

fالف ـ تابع  (x) يك تابع متناوب با دوره تناوب L2است .  

fب ـ تابع  (x)در بازة ( L,L)−ست تعريف شده ا.  

fج ـ توابع  (x) و f (x)′ در بازة ( L,L)− ها و همچنين نقاط  يعني اين بازه تعداد گسستگي( تكه تكه پيوسته هستندMax و Minمتناهي است (.  

 به سمتx و در هر نقطه ناپيوستگي f(x)به سمت xدر اين صورت سري فوريه ذكر شده در هر نقطه پيوستگي درنتيجه 
f (x ) f (x )+ −+

2
  . همگرا است

fبراي همگرايي سري فوريه تابع     ) نه لازم (سه شرط ذكر شده شرايط كافي       : نكته مهم  (x) هستند يعني با برقراري اين شرايط همگرايي تضمين 

  .شود اري شرايط، وضعيت همگرايي مشخص نميگردد ولي درصورت عدم برقر مي

nدوره تناوب na ,a ,b , L L
nn

−
⇒ = = = = ⇒ =

ππ2 2
8 4 4

2 2 1
3�

  با توجه به سري فوريه تابع داده شده 

n n

( )

(t ) dt ( ) ( )
nn

∞ ∞

= =

⇒ = + + −
ππ

∑ ∑∫
2

2

2 2 2 2
2 2

1 1

8
4 43

2�

  اتحاد پارسوال

n n

∞

=

π
=∑

2

2
1

1

6
                   از طرفي    

n n

t
]

n n

∞ ∞

= =

= + +
π π

∑ ∑
5

2
4 4 2 2

1 1

32 16 1 16 1

5 9�
  

n n

( )
n n

∞ ∞

= =

π π π
⇒ = + + × ⇒ = − − =

π π
∑ ∑

2 4 4

4 4 2 4
1 1

32 32 16 1 16 1 32 32 8

5 9 6 16 5 9 3 9�
  

    »1«ـ گزينه 

  تبديل فوريه و سري فوريه مختلط

از اتحـاد اولـر كـه بـه     .)  آمـده اسـت  139توضيحات شرايط ديريكله در سـوال شـماره   (با فرض اينكه شرايط ديريكله براي سري فوريه برقرار باشد   

ieشكل cos isin± θ = θ± θ  رسيم كه شكل مختلط سـري فوريـه تـابع             رابطه زير مي  شود و با انجام يكسري محاسبات جبري به            بيان ميf(x) 

  :است
L

L

in in
x x

L L
n n

n

f (x) C e (I) C e f (x)dx
L −

π π∞ −

=−∞

= → =∑ ∫
1

2
·A nj¾¨  

fرابطه فوق با فرض پيوسته بودن        (x) در xاگر .  نوشته شده استx يك نقطه گسستگي تابع باشد آنگاه در معادلة (I)   بـه جـاي f (x)  عبـارت 

f (x ) f (x )+ −+
2

  .دهيم  را قرار مي

L f (t) t=   دوره تناوب1=

t
C tdt [ ] C

−
−⇒ = × = = ⇒ =

× ∫
1

1

2
1

1
1 1

1
2 1 2 2� �� �  

  .شكل مختلط سري فوريه در محاسبه ضرايب سري فوريه مهم است* 
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    »2«ـ گزينه 

  لاسانتگرال فوريه، انتگرال لاپ

fهرگاه تابع  (x)  يك تابع تكه تكه پيوسته باشد كه در هر نقطه داراي مشتق چپ و راست بوده و | f (x) |dx
∞

−∞
توان آن را به  كراندار باشد، مي∫

  :شكل انتگرال فوريه بيان نمود

f (x) [A( )cos x B( )sin x]d
∞

= ω ω + ω ω ω∫
�

  

A( ) f (x)cos xdx , B( ) f (x)sin xdx
∞ ∞

−∞ −∞
ω = ω ω = ω

π π∫ ∫
1 1

   در آنكه

fرابطه فوق با فرض پيوسته بودن        (x)   در x   نوشته شده اسـت و اگـر x         يـك نقطـه گسـستگي تـابع باشـد در معادلـه بـه جـاي f (x)  عبـارت 

f (x ) f (x )+ −+
2

  .را قرار دهيم

  .هاي لاپلاس معروف هستند  آورد كه به انتگرال بط زير را به دستتوان روا با توجه به روابط انتگرال فوريه مي: نكته

x xcos x sin x
( ) d e ( ) d e

∞ ∞
−α −αω π ω ω π

ω= ω=
αα +ω α +ω

∫ ∫2 2 2 2
1 2

2 2� �

  

( ) xcos x
, e

∞
−α π

α = ω= α → =
α +

∫
1

2
1

21�

¾‰MHn  

    »1«ـ گزينه 

  )تبديل كسينوسي و سينوسي(تبديل فوريه 

i xF[f (x)] F( ) e f (x)dx
∞

−∞

− ω→ = ω =
π ∫

1

2
fتبديل فوريه تابع (x)  

i xF [F( )] f (x) e F( )d
∞

−∞

− ω→ ω = = ω ω
π ∫

1 1

2
fععكس تبديل فوريه تاب (x)  

c cF [f (x)] F ( ) f (x)cos xdx
∞

→ = ω = ω
π ∫
2

�

fتبديل فوريه كسينوسي تابع (x)→اگرf (x)تابع زوج باشد.  

                                                cf (x) F ( )cos xdx
∞

→ = ω ω
π ∫
2

�

f  عكس تبديل فوريه كسينوسي تابع (x)→  

s sF [f (x)] F ( ) f (x)sin xdx
∞

→ = ω = ω
π ∫
2

�

fتبديل فوريه سينوسي تابع (x)→ اگرf(x)تابع فرد باشد .  

                                                   sf (x) F ( )sin xdx
∞

→ = ω ω
π ∫
2

�

f عكس تبديل فوريه سينوسي تابع  (x)→  

ax
ax

c
e ( sin x a cos x) a

F [f (x)] e cos xdx [ ] ( )
a a

∞ −
− ∞ω ω − ω

= ω = =
π π π+ ω + ω
∫ 2 2 2 2

2 2 2

�
�
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    »4«ـ گزينه 

  )هاي لژاندر اي تعامد چند جمله(تعامد برخي از توابع و بسط يك تابع برحسب آنها 

]هاي لژاندر در بازة  اي چندجمله ,   :متعامد هستند يعني11−[

n m nP (x)P (x)dx (m n) , P (x)dx
n− −

= ≠ =
+∫ ∫

1 1

1 1

2 2

2 1
�  

P (x)dx n
−

= = =
× +∫

1

1

2
5

2 2
5

2 5 1 11
  

  نكته

  . هستند[a,b]ي پيوسته در بازه توابع حقيقr(x) و P(x)،q(x)ناميم كه در آن معادله ديفرانسيل زير را معادله اشتروم ليوويل مي

  ـ1
y(a) y (a)

y(b) y (b)

 ′α +α = α +α ≠


′β +β = β +β ≠

2 2
1 2 1 2

2 2
1 2 1 2

� �

� �

  شرايط مرزي
d dy
[P(x) ] [q(x) r(x)]y a x b

dx dx
+ + λ = ≤ ≤�  

  .تند اعداد ثابتي هسβ2وβ1وα2وα1كه در آن 

  :ـ معادله ديفرانسيل لژاندر حالت خاصي از معادله اشتروم ليوويل است كه در آن داريم2

P(x) x ,q(x) , m(m ), r(x)= − = λ = + =21 1 1�  

  .نحوه به دست آوردن ضرايب در معادله لژاندر اهميت دارد* 

    »1«ـ گزينه 

  مقادير ويژه و توابع ويژه در مسائل اشتروم ليوويل 

  : بايد به اين نكته اشاره كرد كه143در ادامه توضيحات سوال 

m...  و   φ2(x)وφ1(x)هرگاه (x)φ ه ازايهاي معادله ديفرانسيل اشتروم ليوويل ب      جوابλ1وλ2 و...  وnλتوان نشان داد كه دسـته    باشند، مي

}nتوابع  (x), (x),..., (x)}φ φ φ1   : متعامد هستند يعنيr(x) نسبت به تابع وزني 2
b

m na
r(x) (x) (x)dxφ φ =∫ �  

  نكته 

 r(x)هاي معادله نسبت بـه تـابع وزنـي           مقدار ثابتي نباشد جواب    r(x)هاي معادله متعامد هستند و اگر        مقدار ثابتي باشد، جواب    r(x)ـ هرگاه   1

  .متعامد هستند

 متنـاظر بـا آنهـا را توابـع ويـژه            φ(x)هـاي     معادله اشتروم ليوويل داراي جواب باشد، مقادير ويژه و جـواب          ها را كه به ازاي آنها       λـ مقاديري از  2

  .ناميم مي

(sin x.y ) (ksin x)y′ ′⇒ + = �y y cot x ky y sin x y cosx kysin x′′ ′ ′′ ′+ + = ⇒ + + =�   در اين مسأله:  �

    :نمعادله حاصله حالت خاصي از معادله اشتروم ليوويل است كه در آ

P(x) sin x , q(x) , r(x) sin x= = =�  
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sin نـسبت بـه تـابع وزنـي       y2 و   y1توان گفـت كـه       مي r(x)هاي معادله اشتروم ليوويل با وزن         بنابراين با توجه به خاصيت تعامد جواب       x در 

]بازه , ]
π π
4 2

  :متعامد هستند يعني

  y y sin x

π

π
=∫

2

4

1 2 �  

  .مدل كردن اين نوع مسائل با سيستم اشتروم ليوويل حائز اهميت است* 

    »2«ـ گزينه 

fس حاصلضرب تابع تبديل لاپلا (t)در nt  

  نكته

  .ـ تبديل لاپلاس يك تبديل يك به يك است1

  .ـ هر گاه دو تابع داراي تبديل لاپلاس يكسان باشند آن دو تابع يكسان هستند2

  .هاي خطي هستند ـ تبديل لاپلاس و عكس تبديل لاپلاس تبديل3

f تبديل لاپلاس تابع F(s)ـ هرگاه 4 (t)باشد در نيتجه :  
(n) n nL [F (s)] ( ) t f (t)− = −1 n     يا   1 n (n)L[t f (t)] ( ) F (s)= −1    

nF (s) مشتق مرتبه n ام تابعF(s) نسبت به sاست .  

t
s s

s s
e t cos tdt L[t cos t] ( )

ss (s ) ( )

∞
−

= =
− −′⇒ = = − = = =

=+ + +
∫

2 2
2

2 22 2 2 2 2
1 2 1 3

2 251 1 2 1�

  جه به تعريف تبديل لاپلاس يك تابعبا تو

fاين نوع مسائل در قالب محاسبه انتگرال توابع *  (t) درntبه روش تبديل لاپلاس در كنكور مهم است .  

    »2«ـ گزينه 

  تبديل لاپلاس مشتقات يك تابع

fهرگاه تابع (t)و مشتقات آن تا مرتبه (n ]ام در بازه 1−( , f(n) پيوسته و�∞( (t)در اين بازه تكه تكه پيوسته باشد، داريم :  
(n) n n n (n )L[f (t)] s F(s) s f ( ) s f ( ),..., f ( )− − −′= − −1 2 1

� � �  

  . استf(t) تبديل لاپلاس تابع F(s)در رابطه فوق 

n L[f (t)] sF(s) f ( )′= ⇒ = −1 �  

n L[f (t)] s F(s) sf ( ) f ( )′′ ′= ⇒ = − −22 � �  
( )n L[f (t)] s F(s) s f ( ) sf ( ) f ( )′ ′′= ⇒ = − − −3 3 23 � � �  

  .كنيم از رابطه فوق در حل معادلات ديفرانسيل به روش تبديل لاپلاس استفاده مي

L[y ] L[ty] [s Y sy( ) y ( )] ( Y )′′ ′ ′⇒ + = ⇒ − − + − =2
� � �   .گيريم از طرفين معادله ديفرانسيل، تبديل لاپلاس مي�

                                                         S Y S Y Y S Y S′ ′⇒ − × − − = ⇒ − = −2 21 � �   
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    »4«ـ گزينه 

  : باشد، نتايج زير برقرار استf(t) تبديل لاپلاس تابع F(s)هرگاه 
t tF(s) F(s)

( ) L[ f (u)du] ( )L [ ] f (u)du
s s

−= =∫ ∫11 2
� �

  

t

L[y ] L[ y(u)du] L[t sin t]′′⇒ + =∫2
�

  .گيريم از طرفين معادله، تبديل لاپلاس مي

L
[s L sy( ) y ( )] [ ] ( ) ( )

s s
′ ′⇒ − − + = −

+
2 1

2
1

2 1
1

� �  

L s s s
s L L(s ) L

s s(s ) (s ) ( s ) (s )
⇒ + = ⇒ + = ⇒ =

+ + + +

2
2 2

2 2 2 2 2 2 3
2 2 2 2 2

1 1 1 2
  

    »2«ـ گزينه 

  تعريف سري فوريه

yتابع f (x)=گيريم كه در بازه  را در نظر مي[ L,L]− تناوب  تعريف شده و داراي دورهL2 سري فوريه يا بسط فوريه متناظر با اين تـابع  . باشد

  :شود به شكل زير تعريف مي

n n
n

a n x n x
f (x) (a cos b sin )

L L

∞

=

π π
= + +∑

12
�  

L

L
L

LL

L

n

n

n
a f (x)cos xdx

L L
a f (x)dx,

L n
b f (x)sin xdx

L L

−

−

−

 π
=

= 
π =

∫
∫

∫

1
1

1
�

   آن كه در

L a dx
π

= π ⇒ = = ×π =
π π∫
1 1

1 1
�

�
  

na cosnxdx sin nx]
n

π
π= × = =

π π∫
1 1

1
�

�
�  

n

n k

b sin nx dx cosnx]
n n k

n

π
π

=
− 

= × × = = 
π π = + π
∫

2
1 1

1 2
2 1�

�

�

  

k

sin( k )x
f (x)

( k )

∞

=

+
⇒ = +

π +∑
1 2 2 1

2 2 1
�

  

  . در سري فوريه براي توابع متناوب مهم استnbوnaتعيين ضرايب* 
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    »1«ـ گزينه 

  انتگرال فوريه توابع زوج و فرد
  :گوييم توان به شكل زير بيان كرد كه به آن انتگرال فوريه كسينوسي مي ع زوج را ميانتگرال فوريه يك تاب

A( ) f (x)cos xdx
∞

ω = ω
π ∫
2

�

f   كه در آن    (x) A( )cos xd
∞

= ω ω ω∫
�

  

  :گوييم توان به شكل زير بيان كرد كه به آن انتگرال فوريه سينوسي مي همچنين انتگرال فوريه يك تابع فرد را مي

B( ) f (x)sin xdx
∞

ω = ω
π ∫
2

�

fآن       كه در (x) B( )sin xd
∞

= ω ω ω∫
�

  

cos
A( ) f (x)cos xdx sin x cos xdx

( )

∞ π

−∞

+ πω
⇒ ω = ω = ω =

π π −ω π
∫ ∫ 2

1 1 1

1�

  141با توجه به نكته سوال شماره 

sin
B( ) f (x)sin xdx sin xsin xdx

( )

∞ π

−∞

πω
ω = ω = ω =

π π −ω π
∫ ∫ 2

1 1

1�

  

cos x cos ( x)
f (x) d

∞ ω + ω π−
⇒ = ω

π −ω
∫ 2

1

1�

  

    »1«ـ گزينه 

x  :شود به صورت روبرو تعريف ميتابع گاما  n(n) e x dx
∞

− −Γ = ∫ 1

�

  

nتابع گاما به ازاي >   . همگراست�
  خواص تابع گاما

( ) (n ) n (n) ( ) ( )Γ + = Γ Γ =1 1 2 1 1  

( ) (n) ( n)
sin n

π
Γ Γ − =

π
4 1)     nعدد صحيح مثبت (( ) (n ) n!Γ + =3 1  

( )
n ( )= →Γ = π41 1

2 2
  درحالت خاص

u  در اين مسأله uu Lnx x e ,dx e du− −= − ⇒ = =   تغيير متغير−

x u , x u= ⇒ = = ⇒ =∞1 � �  

u
udx e

I du u e du ( )
Lnx u

∞ ∞− − −⇒ = = = = Γ
−∫ ∫ ∫

1 1

2 1

2� � �

  

  : روش زير قابل حل است3معمولاً سوالات محاسبه انتگرال در كنكور به يكي از  * 
  ـ تبديل لاپلاس1
  ـ تابع خطا2
  ـ تابع گاما3
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